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22 曲線と直線 

184 

(1) 

円Cの中心は線分 AB の中点と一致する。 

したがって，その座標は
( ) ( ) ( ) ( ) ( )1,5

2
221221,

2
225225

=÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ -++++-  

また，これより，円Cの半径の 2 乗すなわち点 A と円の中心の距離の 2 乗は 

( ){ } ( ){ } 1612215225
22
=-++--  

 よって，円Cの方程式は ( ) ( ) 1615 22 =-+- yx  

(2) 

解法 1 
 円が x軸と y軸の両方に接するとき，その中心は xy = または xy -= 上にある。 

 したがって，考えられる中心の座標は 

連立方程式
( ) ( )ïî

ï
í
ì

=-+-

=

1615 22 yx

xy
 または 連立方程式
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í
ì
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-=
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の解である。 

連立方程式
( ) ( )ïî
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í
ì
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=

1615 22 yx
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の解 
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( ) ( ) ( )5,5,1,1, =\ yx  

連立方程式
( ) ( )ïî
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í
ì
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xy
の解 

( ) ( )ïî

ï
í
ì

=-+-
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=--+-

-=

1615 22 xx

xy
 

Û
( )ïî

ï
í
ì

=+-

=

0222 2x

xy
 

  ところが， ( ) 0222 2 >+-x  

  よって，解なし 
 以上より，円C上に中心をもち， x軸と y軸の両方に接する円の方程式は 

( ) ( ) ( ) ( ) 111,2555 2222 =-+-=-+- yxyx  
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解法 2 

 円Cは 1622 =+ yx を x軸方向に 5， y軸方向に 1 だけ平行移動した円である。 

 また， 1622 =+ yx 上の点の座標は， x軸方向とのなす角をq ( )pq 20 <£ とすると， 
( )qq sin4,cos4 と表される。 

 よって，円C上の点の座標は ( )1sin4,5cos4 ++ qq  ・・・① と表される。 

 したがって，円C上に中心をもち， x軸と y軸の両方に接する円は， 

1sin45cos4 +=+ qq  すなわち ( )1sin45cos4 +±=+ qq を満たす。 

1sin45cos4 +=+ qq のとき 
( ) 01cossin4 =+- qq  1cossin -=-\ qq  

 これと ÷
ø
ö

ç
è
æ -=-

4
sin2cossin pqqq より， 1

4
sin2 -=÷

ø
ö

ç
è
æ -

pq すなわち
2

1
4

sin -=÷
ø
ö

ç
è
æ -

pq  

よって， ppqp
4
7

44
<-£- より， ppppq

4
3,

44
-=-  ppq ,

2
=\  ・・・② 

①，②より，円の中心は ( ) ( )1,1,5,5  

よって，円の方程式は ( ) ( ) ( ) ( ) 111,2555 2222 =-+-=-+- yxyx  
( )1sin45cos4 +-=+ qq のとき 

  0
2
3cossin4 =÷
ø
ö

ç
è
æ ++ qq  

2
3cossin -=+\ qq  

  ところが， ÷
ø
ö

ç
è
æ +=+

4
sin2cossin pqqq より， 2cossin2

2
3

£+£-<- qq  

よって，不適 

以上より，求める円の方程式は ( ) ( ) ( ) ( ) 111,2555 2222 =-+-=-+- yxyx  

185 

(1) 

 2 円の半径は，それぞれ 2と r ， 

また，中心間の距離は ( ) ( ) 52614 22 =-+-  

よって，2 つの円が共有点をもたないための必要十分条件は 25 -< r または 25 +> r  

25 -< r より， 52 -<-r または 52 >-r  7>\ r ( )0>r  

25 +> r より， 30 << r  

よって， r の必要十分条件は 30 << r または r<7  

(2) 

2 円の共有点は連立方程式
( ) ( )
( ) ( )ïî

ï
í
ì

=-+-

=-+-

1664

421
22

22

yx

yx
の解だから， 

( ) ( ) ( ) ( ){ } 01664421 222 =--+-+--+- yxkyx （ kは実数）を満たす。 
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すなわち ( ) ( ) ( ) ( ){ } 01664421 2222 =--+-+--+- yxkyx 上の点である。 

これが直線の方程式，すなわち 1 次方程式であるための必要十分条件は 1-=k  
よって，求める直線の方程式は 3586 =+ yx  

(3) 

 (2)と同様にして，( ) ( ) ( ) ( ){ } 03664421 2222 =--+-+--+- yxlyx （ lを実数）とおくと，

この方程式は 2 円の交点の座標を解にもつ。これがさらに ( ) ( )0,0, =yx を解にもてば， 

求める円の方程式を満す。そこで，この式に ( ) ( )0,0, =yx を代入し， lを求めると， 

0161 =+ l  
16
1

-=\l  

 したがって，条件を満たす方程式は ( ) ( ) ( ) ( ){ } 03664
16
1421 2222 =--+----+- yxyx  

 両辺に 16 を掛けて整理すると， 0
15
52

5
815 22 =÷

ø
ö

ç
è
æ -+- yyxx  

 ゆえに，求める円の方程式は 0
15
52

5
8 22 =-+- yyxx  

186 

(1) 
 点 ( )k,0 を通る傾き 1 の直線の方程式は kxy += すなわち 0=+- kyx  

 これが円Cと異なる 2 点で交わるための必要十分条件は，この直線の円Cの中心からの

距離が円Cの半径より小さいことである。 

よって，
( )

1
11

1
22
<

-+

+- k
を満たす kの値の範囲を求めればよい。 

( )
1

11

1
22
<

-+

+- k
より， 21 <-k  すなわち 212 <-<- k  2121 +<<-\ k  

(2) 

 内接する正三角形を△APQ，円Cの中心を O とすると， 

同一弧の中心角と円周角の関係より， °=Ð=Ð 120PAQ2POQ  

O から辺 PQ に下ろした垂線の長さ，すなわち O と PQ の距離は，△OPQ が OP＝OQ の

二等辺三角形であることから，二等辺三角形の性質より，
2
160cosOP =°  

また，O と辺 PQ の距離は(1)より，
( )22 11

1

-+

+- k
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 よって，
( ) 2

1

11

1
22
=

-+

+- k
より，

2
21 =-k すなわち

2
21 ±=-k  

 ゆえに，
2

22 ±
=k  

187 

 直線の 1C との接点を座標を ( )qp, とすると， 422 =+ qp  ・・・① 
また，直線の方程式は 4=+ qypx すなわち 04 =-+ qypx  ・・・② 

この直線の 2C の中心からの距離は 1 だから， 1
404

22
=

+

-×+

qp

qp
 

これと①より， 244 =-p  すなわち 244 ±=-p  
2
3,

2
1

=\ p  

2
1

=p のとき 

 ①より，
4

152 =q  
2
15

±=\q  

 よって， ( ) ÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ
±=

2
15,

2
1, qp  ・・・③ 

2
3

=p のとき 

 ①より，
4
72 =q  

2
7

±=\q  

 よって， ( ) ÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ
±=

2
7,

2
1, qp  ・・・④ 

③，④を②に代入すると， 04
2
15

2
1

=-± yx ， 04
2
7

2
3

=-± yx  

両辺を 2 倍し，整理することにより，求める直線の方程式は 

873,815 =±=± yxyx  
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188 

tC の方程式を yx, それぞれについて平方完成し，整理すると， ( ) ( ) 222 2 ttytx =-+-  
 したがって，円 tC の中心 ( )tt 2, からの距離が tであるような直線の方程式を求めればよい。 

 そこで，求める直線の方程式を 0=++ cbyax とすると， 

円 tC の中心 ( )tt 2, からの距離が tだから， t
ba

cbtat
=

+

++
22

2
より， ( ) tbactba 222 +=++  

両辺を 2 乗し， tについて整理すると， ( ) ( ) 02234 22 =++++ cctbatbab  

これが任意の正の実数 tに対して成り立つから， 

cba ,, は連立方程式

( )
( )
ï
î

ï
í

ì

=

=+
=+

0

02
034

2c

cba
bab

 の解である。 

02 =c より， 0=c  
これより， ( ) 02 =+ cba が成り立つ。 

また， ( ) 034 =+ bab より， 0=b または 034 =+ ba  

よって， cba ,, が満たすべき条件は（ 0=b かつ 0=c ）または（ 034 =+ ba かつ 0=c ） 

したがって， 0=++ cbyax は， 

0=b かつ 0=c のとき 

0=ax  

これと， aは任意の実数であることから， 0=x  

034 =+ ba かつ 0=c のとき 

 ba
4
3

-= より， 0
4
3

=÷
ø
ö

ç
è
æ +- yxb  

 ここで， 0=b とすると， 0=== cba となり，不適 

 よって， 0¹b より， 0
4
3

=+- yx  すなわっち xy
4
3

=  

 以上より， 0=x ， xy
4
3

=  
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189 

(1) 

 2 円の中心間の距離が 2 で，半径は同じ r だから， 

2 円が外接するならば rr +=2  1=\r  
2 円が内接するならば rr -=2  ところが右辺は 0 となり不適 

よって， 1=r  

(2) 
 CB,A, を中心とする円をそれぞれ CBA ,, CCC とすると， 

AC と CC の中心間の距離は 2，半径の和は 2 

 中心間の距離と半径の和が等しいから， AC と CC は外接する。 

 同様に， BC と CC も外接する。 

(3) 
 直線 lの方程式を 0=++ cbyax とすると，円の中心と lの距離が sだから， 

 s
ba

cb

ba

ca

ba

ca
=

+

+
=

+

+-
=

+

+
222222

3
 

 caca +-=+ より， caca +-=+ または caca -=+  

 よって， 0=a または 0=c  

 cbca +=+ 3 より， cbca +=+ 3 または cbca --=+ 3  

 0=a のとき 

  cbc += 3 または cbc --= 3  よって， 0=b または bc
2
3

-=  

  0=b のとき 

0=c となり， 0=== cba  よって，不適 

  bc
2
3

-= のとき 

0
2
3

=- bby より， 0
2
3

=÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ
-yb  

   0=b とすると， 0=== cba となり不適だから， 0
2
3
=-y  

2
3

=\ y  

また，
2
32

3

22
=

-

=
+

+
=

b

b

ba

ca
s  
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0=c のとき 

  ba 3= または ba 3-=  

ba 3= のとき 
03 =+ bybx より， ( ) 03 =+ yxb  

   0=b とすると， 0=== cba となり不適だから， 03 =+ yx  xy 3-=\  

また，
2
3

2

3

22
==

+

+
=

b

b

ba

ca
s  

ba 3-= のとき 

同様にして， xy 3= ，
2
3

=s  

 以上より， 

 
2
3

=s   l：
2
3

=y ， xy 3-= ， xy 3=  

190 

(1) 

 3C が 1C に内接するから，2 円の中心間の距離と半径の関係は tba -=+ 222 ( )2<t  

 両辺を 2 乗し，整理すると， 44222 +-=+ ttba  ・・・① 

 3C が 2C に外接するから，2 円の中心間の距離と半径の関係は ( ) tba +=+- 11 22  

 両辺を 2 乗し，整理すると， ttaba 22 222 +=-+  ・・・② 
 ①－②より， 462 +-= ta  23 +-=\ ta  

 これを①に代入すると， ( ) 01888 22 >--=+-= ttttb  10 <<\ t  

 また， 0>b より， ttb 88 2 +-=  

 以上より， ( ) ÷
ø
öç

è
æ +-+-= tttba 88,23, 2 ， 10 << t  

(2) 

 2
2
1888

2
2 +÷

ø
ö

ç
è
æ --=+-= tttb  

 よって，bは
2
1

=t で最大値 2 をとる。 
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191 

解法 1 

(1) 

 22 1 yx -= と baxy += 2 より， ( ) byay +-= 21  02 =--+\ bayay  

 ただし， 01 22 ³-= yx より， 11 ££- y  

 ここで， ( ) bayayyf --+= 2 とおくと，共有点が存在するための必要十分条件は 
( ) 0=yf の解の範囲が 11 ££- y を満たすことである。 

また， 22 1 yx -= より， 1±=y に対し 0=x のみが， 11 <<- y においてはある 1 つの yの

値に対し 2 つの xの値が存在する。 

 したがって， 2=m となるのは， 
( ) 0=yf の解が 1±=y または 11 <<- y において重解をもつまたは ( ) ( ) 011 <-× ff となるの

3 つの場合が考えられる。 
(i) ( ) 0=yf の解が 1±=y のとき 

 ( ) 011 =-= bf より， 1=b  

 ( ) 011 =--=- bf より， 1-=b  

 よって， ( ) 01 =f と ( ) 01 =-f は同時に成り立たない。 

 ゆえに， ( ) 0=yf の解が 1±=y となることはない。 

(ii) 11 <<- y において重解をもつ 

 判別式をDとすると， 0=D ， ( )baaD ++= 41 より， ( ) 041 =++ baa  

a
ab

4
1

--=\  ・・・① 

 重解をa とすると，解と係数の関係より，
a
12 -=a  

a2
1

-=\a  

 これと， 11 <<- a より， 1
2
11 <-<-
a

 1
2
11 <<-\
a

 

0>a だから， 1
2
10 <<
a

 
2
1

>\a  ・・・② 

①かつ②より，
a

ab
4
1

--= かつ
2
1

>a  ・・・③ 

 (iii) ( ) ( ) 011 <-× ff  

  ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) 0111111 <+-=---=-× bbbbff より， 11 <<- b  ・・・④ 

 よって，③または④ すなわち（
a

ab
4
1

--= かつ
2
1

>a ）または 11 <<- b  
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(2) 

(1)と同様にして考えると， 3=m となるのは， 
( ) 0=yf の解の 1 つが 1=y でもう 1 つの解の範囲が 11 <<- y のとき 

または解の 1 つが 1-=y でもう 1 つの解の範囲が 11 <<- y のときである。 

(i) 1 つの解が 1=y でもう 1 つの解の範囲が 11 <<- y のとき 

 ( ) 011 =-= bf より， 1=b  

また， ( ) 0=yf のもう 1 つの解を b ( )11 <<- b とすると， 

解と係数の関係より，
a
11 -=+ b  \

a
11--=b  

ところが， 0>a より， 1-<b となり， 11 <<- b を満たさない。 

よって，不適 
 (ii) 1 つの解が 1-=y でもう 1 つの解の範囲が 11 <<- y のとき 

 ( ) 011 =--=- bf より， 1-=b  

また， ( ) 0=yf のもう 1 つの解を g ( )11 <<- g とすると， 

解と係数の関係より，
a
11 -=+- g  \

a
11-=g  

11 <<- g より， 1111 <-<-
a

 
2
1

>\a  これは 0>a を満たす。 

よって，
2
1

>a かつ 1-=b  

(3) 

 (1)と同様にして考えると， 4=m となるのは， 
( ) 0=yf が 11 <<- y の範囲に異なる 2 実数解をもつときである。 

( ) b
a

a
a

yabayayyf ---÷
ø
ö

ç
è
æ +=--+=

4
1

2
1 2

2 より， 

軸
a

y
2
1

-= について 

1
2
11 <-<-
a

すなわち 1
2
11 <<-
a

 

これと 0>a より， 1
2
10 <<
a

 
2
1

>\a  ・・・⑤ 

 b
a

a
a

f ---=÷
ø
ö

ç
è
æ-

4
1

2
1

について 

  0
4
1

<--- b
a

a  
a

ab
4
1

-->\  ・・・⑥ 
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( ) bf -=11 および ( ) bf --=- 11 について 

  01 >- b かつ 01 >-- b より， 1-<b  ・・・⑦ 

 よって，⑤かつ⑥かつ⑦より，
2
1

>a かつ 1
4
1

-<<-- b
a

a  

解法 2 
 共有点を P，OP が x軸正方向となす角をq ( )pq 20 <£ とすると， 

P は 122 =+ yx 上の点だから，P の座標は ( )qq sin,cos と表せる。 

これと，点 P は放物線 baxy += 2 上の点でもあることから， ba += qq 2cossin  

よって， ( ) baababa --+=++--=++- qqqqqq sinsinsinsin1sincos 222 より， 

0sinsin 2 =--+ baa qq ( )pq 20 <£  

よって， qsin=t とおき， ( ) batattf --+= 2 とすると， 11 ££- t より， 
円と放物線が共有点をもつための必要十分条件は ( ) 0=tf の解が 11 ££- t の範囲に存在す

ることである。 

また， 1=t のとき
2
pq = の 1 つ， 1-=t のとき pq

2
3

= の 1 つ， 

11 <<- t においては，ある 1 つの tの値に対し 2 つのq の値が存在する。 

したがって， 2=m となるのは， 
( ) 0=tf の解が 1±=t ， 11 <<- t において重解をもつ， ( ) ( ) 011 <-× ff の 3 つの場合がある。 

以下の解き方は解法 1 と同じ 

192 

(1) 
 ( )111 ,P yx ， ( )222 ,P yx とすると，それぞれを接点とする接線の方程式は 

 111 =+ yyxx ， 122 =+ yyxx  

 いずれの接線も ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
- 2

8
,

2tt を通るから， 12
8

2

11 =÷÷
ø

ö
çç
è

æ
-+

tytx ， 12
8

2

22 =÷÷
ø

ö
çç
è

æ
-+

tytx  

 これは 21 P,P が 12
8

2
=÷÷

ø

ö
çç
è

æ
-+ yttx 上の点であることを示している。 

 よって，直線 lの方程式は 12
8

2
=÷÷

ø

ö
çç
è

æ
-+ yttx  

(2) 
 求める円の中心の座標を ( )qp, ，半径を r とすると，点 ( )qp, と直線 lの距離が r だから， 

 r
tt

qtpt

=

÷÷
ø

ö
çç
è

æ
-+

-÷÷
ø

ö
çç
è

æ
-+

22
2

2

2
8

12
8

より， rrtqptqt 168168 22 +=--+  
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 よって， rrtqptqt 168168 22 +=--+ または rrtqptqt 168168 22 --=--+  

rrtqptqt 168168 22 +=--+ のとき 

 等式は tについての恒等式だから，
ï
î

ï
í

ì

=--
=

=

rq
p
rq

16816
08  

4
1,0 -===\ rqp  

 これは 0>r を満たさない。 

 よって，不適 

rrtqptqt 168168 22 --=--+ のとき 

 同様にして，
4
1,

4
1,0 =-== rqp  

 よって，直線 lは tの値にかかわらず，中心 ( ) ÷
ø
ö

ç
è
æ -=

4
1,0, qp ，半径

4
1

=r の円に接する。 

ゆえに，求める円の方程式は
16
1

4
1 2

2 =÷
ø
ö

ç
è
æ ++ yx  


